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量子力学のシュレディンガー方程式の新しい解析解を発見 
―混合次元エフィモフ状態の普遍的性質を量子欠損理論で解析的に決定― 

 

【ポイント】 

＊1/r³および引力的 1/r²ポテンシャルを持つシュレディンガー方程式の解析解を初めて導出し

た。 

＊3次元と１次元の混合次元系におけるエフィモフ状態の挙動が、斥力の場合に双極子長スケー

ルによって普遍的に決まることを明らかにした。 

＊本成果は、極低温まで冷却した極性分子からなる量子三体系の理解や、実験観測に向けた理論

的基盤となる。 
 

【概要】 

 

【背景】 

ニュートンの運動方程式を解く事で、これまで人類は惑星の動きを始め、様々な物体の振る舞い

を予言することに成功してきました。特に地球と太陽のように 2つの物体のみで構成される物理系

において、その運動方程式は容易に解くことができます。しかし、そこにもう 1つの物体を加える

と、方程式を綺麗に解く事は不可能になり、予測不可能な振る舞いを示します。これを一般に 3体

問題と呼び、古くから知られています。さらに、20 世紀以降の量子力学の発展により、原子・原子

核の系を始めとする、量子効果が重要になる非常に小さな世界で 3体問題を考えるようになりまし

た。原子や電子が登場する小さな世界では、量子効果により粒子が壁をすり抜けるといった奇妙な

振る舞いを示します。1970 年に V. N. Efimov はこの量子の奇妙な世界で強く相互作用する 3体問

題を考え、無数の 3体束縛状態が等比級数的に現れることを始めて理論的に示しました。この現象

は発見者である Efimov の名前にちなんで、エフィモフ状態（※1）と呼ばれています。エフィモフ

状態の特筆すべき点として、粒子間の距離が相互作用の到達距離を大きく超えてもなお、3粒子が

お互いに束縛しあうという点が挙げられ、エフィモフ状態はまさに量子の性質を顕著に示す例であ

ると言えます。エフィモフ状態は Efimov によって予言され、冷却原子気体（※2）の実験において

実証されて以来、量子三体物理学の中心的な研究テーマとなっています。特に、エフィモフ状態の

エネルギースペクトルは原子の種類やスピン自由度など、系の複雑な詳細に依らず少数の物理パラ
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子三体実験や冷却原子型量子シミュレータ開発に貢献するものです。 
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メーターによって普遍的に決定されることが冷却原子の実験観測などから知られており、その普遍

性の物理的な起源の解明が重要な課題でした。 

近年、冷却原子・分子実験技術の進歩により、図 1に示されるような一部の粒子が擬似的に 1次

元に閉じ込められ、他の原子は 3 次元空間を動きまわるような混合次元系（※3）の実現が可能と

なりました。混合次元系では、閉じ込められた粒子間の有効相互作用に 1/r²に比例するような引

力相互作用が現れ、その結果、エフィモフ状態が現れることが通常の冷却原子に対しては解析的に

示されていました。一方、磁気モーメントが非常に大きな極性分子などの間には 1/r³型の磁気双

極子相互作用（※4）も追加で働きます。このような 1/r³ポテンシャルも含むシュレディンガー方

程式の解析解がこれまで得られておらず、そのため、混合次元エフィモフ状態の物理的挙動も未解

明のままでした。 

 

図 1:本研究で扱った量子 3体系の概略図。擬１次元的に捕捉された重い 2粒子（緑）が磁気双

極子相互作用をしながら、3次元的に動き回る軽い１粒子(黄)とも相互作用する量子 3体系を、

ボルン・オッペンハイマー近似により 2体問題に還元し、解析解を適用した。 

 

【手法】 

本研究では、1/r³ポテンシャルと引力的 1/r²ポテンシャルが存在するシュレディンガー方程式

に対して量子欠損理論(Quantum Defect Theory)（※5）という手法を適用しました。量子欠損理論

は長距離ポテンシャルを持つ量子系に対して解析的な解を導く強力な手法です。この手法を用いて

斥力および引力の 1/r³相互作用の双方に対する解析解を導出し、数値計算との比較によってその

妥当性を検証しました。さらに、ボルン・オッペンハイマー近似を用いる事で、混合次元系のエフ

ィモフ状態がこのシュレディンガー方程式で良く記述できることを示しました。 

 

【成果】 

量子欠損理論によって得られた離散スケール不変なエネルギーと波動関数は、数値計算結果と非

常によく一致し、解析解の妥当性が立証されました。 

この新しい解析解によって得られた重要な物理的知見として、斥力双極子相互作用が働く系の混

合次元エフィモフ状態のエネルギースペクトルが、双極子長（※6）によって普遍的に決まること

が解析的に示されました。一方、引力双極子相互作用の場合には、エネルギースペクトルは短距離

の詳細に依存することも解析表式により明らかにしました。この普遍性の物理的解釈は次のように

与えられます。双極子相互作用が斥力の場合、その斥力によって粒子はお互いに近づくことができ

ず、長距離相互作用である双極子相互作用のみが系の振る舞いを支配します。一方、双極子相互作

用が引力の場合、その引力によって、粒子がお互いに近づくことができるため、双極子相互作用の

効果のみならず、原子の種類やスピンの状態といった、お互いの粒子の短距離での詳細な情報が物

理的な振る舞いに影響を及ぼします。 

また、混合次元系を実験で実現する際、粒子を１次元空間に完璧に閉じ込めることはできず、わ

ずかに閉じ込め方向の幅が残ります。その有限の閉じ込めの幅の影響も解析し、本研究の解析解が、

擬 1 次元空間に閉じ込められた 2 つの極性分子と 3 次元空間を飛び交う 1 つの軽原子からなるエ

フィモフ状態の記述に有用であることも定量的に示しました。 

 



 
【今後の期待】 

本研究で得られた解析解は、双極子相互作用が強く働く極性分子を用いたエフィモフ状態の理論

的予測とその実験的実現に直接貢献するものです。近年、極性分子の制御技術は著しく進歩してお

り、混合次元系のエフィモフ効果が実験的に観測されることが期待されています。本研究で示され

たエネルギースペクトルの解析表式は、こうした実験に対する予言に不可欠な理論的基盤となりま

す。また、本研究で量子少数系の理解が進展することにより、原子核や物質中の電子などにおける

量子少数系の理解も深まり、これら類似の量子少数系を冷却原子を用いて理解することを目指す冷

却原子型量子シミュレータ開発への貢献も期待されます。 
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（用語説明） 

※1：エフィモフ状態 

量子 3 体系に現れる可算無限個の束縛状態を指す。ある 3 体束縛状態に対し、その体束縛状態を

22.7 倍でスケールすると次の束縛状態が現れ、その束縛状態をもう一度 22.7 倍するとさらに次の

束縛状態が現れ、以降同様に 22.7 倍のスケール変換を通して無限個の 3 体束縛状態が現れる、と

いう離散スケール不変性を示す。強く相互作用する量子系では必ず発現し、冷却原子をはじめ、原

子核、ハドロン、量子スピン系など、様々な物理系で現れる普遍的な量子 3体現象である。 

 

※2：冷却原子 

レーザー冷却の技術により、極低温まで冷却された原子気体を指す。およそ 1μK～1nK まで冷却さ

れる。様々な量子現象を自由自在に制御して実現できるという特色を持つ。 

 

※3：混合次元系 

一部の粒子が低次元空間（擬似的な 1次元系や 2次元系）に閉じ込められ、他の粒子が 3次元空間

を動き回るような量子系。近年の冷却原子・分子実験技術の発展により実現可能となっており、新

奇な量子多体現象が期待されている。 

 

※4：磁気双極子相互作用 

二つの棒磁石の間に働く相互作用を指す。強い磁気・電気双極子モーメントを持つ原子は、棒磁石

のように見なすことができるため、両者の間には双極子相互作用が強く働く。 

 

※5：量子欠損理論(Quantum Defect Theory) 

長距離ポテンシャルを持つ量子系に対して解析的な解を導くための理論的枠組み。原子の短距離の

複雑な相互作用を、量子欠損(Quantum Defect)と呼ばれる１つの散乱位相を定めるパラメータで全

て表現してしまうことで、原子間の量子散乱を普遍的に解くことができる。原子・分子物理学で広

く用いられており、本研究では 1/r³型ポテンシャルに対してその適用範囲を拡張した。 

 



 
※6：双極子長 

双極子相互作用（1/r³型ポテンシャル）の強さを特徴づける長さスケール。極性分子の双極子モー

メントと質量から定まる量。 
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